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1 Arithmetik

1.1 Zahlenbereiche

Natiirliche Zahlen

Mit N bezeichnen wir die Menge der natirlichen Zahlen: 0, 1,2, 3, ... Die natirliche Zahl a ist dabei

eine Abkiirzung fir 1 + 14 --- 4 1; a" ist eine Abkiirzung fir a- a- ... - a. O ist eine natiirliche Zahl.
————— ————
a—mal a—mal

(In der Mathematik wird sehr haufig 0 nicht als natlirliche Zahl aufgefasst; wenn 0 zu den natiirlichen
Zahlen gezahlt werden soll, wird Ny verwendet.) Wird 0 als natiirliche Zahl ausgeschlossen, so
schreiben wir Ny. (In der Mathematik wird dann N verwendet.)

Rechenregeln: Es seien k, n, m beliebige natiirliche Zahlen.

1. (k+n+m=k+(n+m) Assoziativgesetze
(k-n)-m =k-(n-m)

2. k-(n+m) = k-n+k-m Distributivgesetz

3. n+m=m+n Kommutativgesetze

n-m =m-n

4. n+0=n neutrale Elemente
n-1 =n
5. n-0=0

Aus diesen Rechenregeln und den oben eingefiihrten Abkiirzungen lassen sich leicht die Potenzre-
chenregeln herleiten (fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, n, m):

m n+m

1. a"-a
2. (am)m =a"m

3. a"-b"={(a-b)"

=4

Insbesondere legt die 4. Regel nahe, dass die Definition a° =g 1 fiir alle natiirlichen Zahlen a
verniinftig ist, um mit den Potenzen in natirlicher Weise rechnen zu konnen.

Ganze Zahlen
Mit Z bezeichnen wir die Menge der ganzen Zahlen: ..., —3,-2,-1,0,1,2,3,... Die ganzen

Zahlen ermdglichen es, alle Subtraktionen stets ausfiihren zu konnen, z.B. 3 —5 = —2. Die Zahl
—a (mit der natlirlichen Zahl a) ist dabei eine Abkiirzung fiir (=1) +(=1) 4+ ...+ (—1) = a-(—1).

a—mal



Rechenregeln:

1.-5. lbertragen sich von den natiirlichen Zahlen

6. n+ (—n) =0 fiir alle natiirlichen Zahlen n inverses Element

Eine Spezialfall fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen ist die Vorzeichenregel: Wieso ist die Regel
(=1) - (—=1) =1 plausibel? — Mit Hilfe der Rechenregeln erhalten wir:

0 =(-1)-0 (5. Regel)
= (-1)-(14+(-1)) (6. Regel, inverses Element)
= (-1)-1+(-1)-(-1) (2. Regel, Distributivgesetz)
= -1+ (-1)-(-1) (4. Regel, neutrales Element)

Somit folgt weiter:

1 =140 (4. Regel, neutrales Element)
=1+(-1)+(-1)-(-1) (siehe oben)
=0+ (-1)-(-1) (6. Regel, inverses Element)
= (-1)-(-1) (4. Regel, neutrales Element)

Die Vorzeichenregel hangt wesentlich mit dem Distributivgesetz zusammen, das auch fiir alle ganzen
Zahlen gelten soll.

Rationale Zahlen

Mit Q bezeichnen wir die Menge der rationalen Zahlen, d.h. die Menge der Briiche g mit g # 0
sowie p, g ganze Zahlen. Die rationalen Zahlen ermdglichen es, jede lineare Gleichung g-x—p =0
stets zu 16sen. Zur Definition der rationalen Zahlen geniigt es auch zu fordern:

1. pist ganze Zahl und g ist natiirliche Zahl, g # 0
2. pist natirliche Zahl und g ist ganze Zahl, g # 0

Eine alternative Darstellungsform rationaler Zahlen ist die Dezimalschreibweise:

_ % =0,5 (Periodenlange 0)
i % =0,333...=0,3 (Periodenlange 1)
_ % = 0,142857 (Periodenlénge 6)
_ % =0,03 (schlieBlich periodisch)

Beachte: Die Dezimalschreibweise ist nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt 1 = 0,9, denn

x = 0,0
10x = 9,9
Somit gilt 9x =10x —x=9,9-0,9=9, d.h. x = 1.
Rechenregeln:

1.—6. lbertragen sich von den ganzen Zahlen

7. (g) . <Z) =1flirp#0,g#0 inverses Element
-1
1
Als Schreibweise verwenden wir: (g) = 5 =def %
q
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Reelle Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge aller reellen Zahlen, d.h., die Menge der endlichen und unendlichen
Dezimalzahlen. Beispielhaft seien folgende reelle Zahlen erwdhnt:

1. Jede rationale Zahl ist reell; r ist rational genau dann, wenn r eine schlielich periodische
Darstellung besitzt

m = 3,141592 . .. ist irrational und transzendent

e =2,7182818. .. ist irrational und transzendent
V2 =1,41421356.. . . ist irrational und algebraisch
[rrationalitat von 7 + e ist offen

o N

Rechenregeln:
1.—7. iibertragen sich von den rationalen Zahlen (mit r - % =1 fiir r # 0 bei der 7. Regel)

Insbesondere lasst sich in den reellen Zahlen die Gleichung a* = b fiir alle positiven natiirlichen
Zahlen losen, und wir definieren:
loQa b =def X

Es gilt also a'°%? = p. Aus den Potenzrechenregeln ergeben sich somit die Rechenregeln fiir den
Logarithmus:

1. log,(b-c)=log,b+log,c
2. logyb®=c-log,b

_ logpc

~ logpa

3. log,c

Reelle Zahlen konnen in natiirlicher Weise angeordnet werden. Dies wird durch die folgenden An-
ordnungsaxiome beschrieben (fiir beliebige reellen Zahlen a, b, ¢):

1. Esgilt entweder a= b, a< boder a> b Trichotomie
2. Ista<bundistb<c,soista<c Transitivitat
3. Ista<b soistat+c<b+c Monotonie der Addition
4. Ista<bundist0O<c¢,soista-c<b-c Monotonie der Multiplikation

Komplexe Zahlen

Mit C bezeichnen wir die Menge der komplexen Zahlen, d.h. die Mengen der Zahlenpaare (a, b),
wobei a und b reelle Zahlen sind, mit den folgenden Operationen:

1. Addition auf C:  (a,b) + (¢, d) =qer (a+ ¢, b+ d)
2. Multiplikation auf C:  (a, b) - (c, d) =qef (ac — bd, ad + bc)

Eine alternative und die lbliche Schreibweise fiir komplexe Zahlen ist mit i =gef (0, 1):
(a,b)=a+b-i

Hierbei steht / fiir die imaginadre Einheit: / = v/—1. Damit gilt

t=i ?P=-1, P=—i sowie *=1

Ist z=a+ b- i, so sind Re(z) der Realteil von z und Im(z) der Imaginarteil von z. Eine komplexe
Zahl z heift reell, falls Im(z) = 0 gilt; z heit imaginar, falls Re(z) = 0.
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Rechenregeln:
1.—7. libertragen sich von den rellen Zahlen

Fiir die komplexen Zahlen lassen sich einige bemerkenswerte Gleichungen formulieren:

1.2 Primzahlen

Es seien n und m ganze Zahlen. Dann teilt m die Zahl n (symbolisch m|n), falls es eine ganze Zahl
k gibt mit
n=k-m.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass jede Zahl 0 teilt.

Eine Zahl n heilst Primzahl, falls 1 und n die einzigen natirlichen Zahlen sind, die n teilen. Die ersten

Primzahlen sind somit: 1,2,3,5,7,11,13,17,..., wobei 1 lblicherweise nicht zu den Primzahlen
gezahlt wird.
Theorem 1.1
Es sei n eine natiirliche Zahl, n > 2. Dann gibt es eindeutig bestimmte Prim-
zahlen 2 < p; < po < ... < pg und positive natiirliche Zahlen a1, as, . .., ax
mit
n=p-pP-... pr.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir es an einigen Beispielen verdeutlichen.

Beispiele: Die folgenden Zahlenbeispiele illustrieren das Konzept der Primzahlzerlegung (mit den zugehorigen
Parametern nach obigem Theorem):

L 24=2.12=23.3 (k=2 pi=2,pp =3, a1=3a=1)

- 36=22-32 (k=21 =2, =3, a=2a=2)

- 111=31.37" (k=2 p=3, p=37,a1=1,a=1)

C 113=113' (k=1 p =113 a1 =1)

C 120=5-24=23.31.51 (k=3,p =2 pp=3,p3=5a1=3 am=1 a3=1)

Beweis: Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten:

1. Existenz: Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es zwei Falle:

- Ist n eine Primzahl, dann sind wir fertig.
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- Ist n keine Primzahl, dann gibt es natiirliche Zahlen ni, no > 2 mit n = ny - ny. Fiir
n1 und no konnen wir nun wieder die gleichen Uberlegungen anstellen, d.h., sind

—_ e a a : __ b b b . .
ny=pit-py’ ... Pt sowie np =gyt - gy - ... - g Primzahlzerlegungen, so gilt
a a a b b b
n:nl.n2:p11.p22..__.pkk.q11.q22._”.qmm.

Durch Zusammenfassen gleicher Faktoren erhalten wir die gewiinschte Zerlegung.
Da stets n > ny1, np gilt, bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab.

Somit existiert eine Primzahlzerlegung stets.

2. Eindeutigkeit: Es seien flir n > 2 zwei Zerlegungen gegeben:
n=piep =gt apy

Wir betrachten die kleinste als Faktor vorkommende Primzahl. Ohne Beeintrachtigung der
Allgemeinheit sei dies p;. Dann teilt p; sowohl die linke als auch die rechte Zerlegung. Somit
gibt es ein j mit p1|g;. Da g; eine Primzahl ist, gilt p; = g;. Dividieren wir also beide
Primzahlzerlegungen durch pp, so erhalten wir zwei Primzahlzerlegungen mit einem Faktor
weniger. Diese Argumentation konnen wir wiederholen, bis auf einer Seite keine Faktoren
mehr (brig sind. Dann sind aber auch auf der anderen Seite keine Faktoren iibrig. Somit
kommen alle Faktoren auf der linken Seite als Faktoren auf der rechten Seite vor und auch
umgekehrt.

Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

1.3 Divisionsreste

Es seien n eine ganze Zahl, m eine natiirliche Zahl, m > 2. Dann teilt m die Zahl n mit Rest r,
0 <r<m-—1, falls eine ganze Zahl k existiert mit

n=k-m+r.

Die in der Definition vorkommende Zahlen k und r sind eindeutig, denn aus k- m+r =k’ -m-+r'
folgt
0<|k-m—kK -m=|k—K|- m=|r-r<m-1,

somit |k — k’| = 0 und folglich k = k' und r = r’. Damit definieren wir die Modulo-Funktion fiir
zwei Argumente n und m:

mod(n, m) =r <=gef m teilt n mit Rest r

Beispiele: Wir bestimmen die Werte der Modulo-Funktion fiir verschiedene Argumente:

mod(7,3)=1,denn7=2-3+1

- mod(—7,3)=2,denn =7 =(-3)-3+42
mod(9,3) =0, denn 9=3-3

- mod(—9,3) =0, denn =9 =(-3)-3

1.3. DIVISIONSRESTE 7



Das folgende Theorem, das wir ohne Beweis angeben, fasst wichtige Rechenregeln fiir Divisionsreste

zusammen.

Theorem 1.2

Es seien k, n und m ganze Zahlen, m > 2.

1. mod(k + n, m) = mod(mod(k, m) + mod(n, m))
2. mod(k - n, m) = mod(mod(k, m) - mod(n, m))

3. mod(nk, m) = mod(mod(n, m)*, m)

Beispiele: Die ersten drei Beispiele veranschaulichen die Korrektheit der drei Rechenregeln aus Theorem [2:

mod(5+7,4) =

mod(5-7,4)

mod(5, 4)

mod(mod(5,4) + mod(7,4), 4)
mod(1+ 3, 4)

0

mod(12, 4)

mod(mod(5, 4) - mod(7,4),4)
mod(1 - 3,4)

3

mod(35, 4)

mod(mod(5,4)", 4)
mod (17, 4)

1

mod(78125, 4)

Die Rechenregeln konnen verwendet werden, um Divisionsreste komplexer Ausdriicke zu bestimmen, ohne

diese explizit auszurechnen:

mod (137 - 17%° 4 (—2)'**,4)

— mod (mod(13, 4)% - mod(17,4)% + mod ((~2)2,4)°6 - mod(—2, 4), 4)

= mod (17 1% +0,4)
=1

Wie finden wir die in der Definition der Teilbarkeit von n durch m mit Rest r angegegebene Zahl k,
flir die n = k-m+r gilt? Dazu verwenden wir Rundungsregeln, die durch Gaultklammern ausgedrckt
werden. Fiir eine beliebige reelle Zahl x definieren wir:

| x| =qef grobte ganze Zahl z mit z < x

[x] =qef kleinste ganze Zahl z mit z > x

Die untere GauRBklammer | x| bewirkt, dass die Zahl x auf die nachst kleinere ganze Zahl abgerundet
wird; mit der oberen Klammer [x]| wird x zur nachst groBeren ganzen Zahl aufgerundet.

Beispiele: Einige Zahlbeispiele verdeutlichen die Rundungsregeln:

s -2 31 [51--
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Mit Hilfe der GauBklammern kann die Modulo-Funktion wie folgt dargestellt werden (ohne dass auf
ein geeignetes k referenziert werden muss):

n= {%J -m+ mod(n, m)

fiir ganze Zahlen n und m mit m > 2. Dies ist leicht einzusehen: Fiir r = mod(n, m) gibt es ein k
mit n = k- m+ r. Also gilt wegen r < m

2] - b 5]

Proposition 1.3

Fiir jede ganze Zahl n gilt {gJ + [51 =n.

Beweis: (Fallunterscheidung) Es sei n eine ganze Zahl.

- 1. Fall: nist gerade, d.h., es gilt n = 2k fiir eine ganze Zahl k. Dann gilt

2+ 212+ [2] w2

- 2. Fall: nist ungerade, d.h., es gilt n = 2k 4 1 fiir eine ganze Zahl k. Dann gilt

5421 (222 22 <o 3] et ke =are

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

1.4 Algorithmus von Euklid

Definition 1.4

Es seien n und m positive natiirliche Zahlen.

1. Das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m, symbolisch kgV(n, m),
ist die kleinste natiirliche Zahl k, sodass n und m jeweils k teilen.

2. Der grokte gemeinsame Teiler von n und m, symbolisch ggT(n, m), ist
die grokte natiirliche Zahl k, sodass k jeweils n und m teilt.

Beispiele: Einige Zahlbeispiele verdeutlichen die Begriffsbildung:

1.4. ALGORITHMUS VON EUKLID 9



- kgV(3,5) =15und ggT(3,5) =1
- kgV(3,6) =6 und ggT(3,6) =3
- kgV(4,6) =12 und ggT(4,6) =2
Der Standardweg, um das kleinste gemeinsame Vielfache und den gréliten gemeinsamen Teiler von

nund m zu bestimmen, geht liber die Primzahlzerlegungen von n und m, die wir uns in folgendem
Lemma in geeigneter Weise zurechtlegen.

Lemma 1.5

Es seien n und m positive natiirliche Zahlen mit den Primfaktordarstellungen
n=py-p3? .-+ -ppk und m= pfl-pgz- -pf(’k, wobei a; = 0 bzw. b; = 0, falls
n bzw. m nicht durch p; teilbar ist. Es gelte weiterhin b, > 0 oder a, > 0.
Dann gelten folgende Gleichungen:

kgV(n,m) = prlnax(al,bl) . pgwax(ag,bQ) o .pkmax(ak,bk)

rlnin(al,bl) . p;nin(ag,bg) o p;(nin(ak,bk)

ggT(n,m) =

Beweis: (nur erste Gleichung) Es seien n und m mit den Primfaktordarstellungen wie oben beschrie-

ben gegeben. Es sei x =gef pTax(al'bl) . p;nax(a2’b2) Coeen -p,inax(ak’bk). Dann teilen die Primfaktoren

max(a;, b;)

i

die von n und m geteilt wird, muss durch die Promfaktoren p,-a" und pf’" teilbar sein, also auch durch
max(a;

, P) Damit teilt x die Zahl y. Also gilt x < y. Folglich gilt kgV(n, m) = x und das Lemma
ist bewiesen. [ |

pf”' von n und plb" von m jeweils p . Mithin teilen n und m die Zahl x. Jede weitere Zahl y,

Beispiele: Mit den Primfaktordarstellungen 120 = 23 - 3! . 5! und 36 = 22 - 32 - 50 gilt
kgV(120,36) = 2°-3% .5 =360 sowie ggT(120,36)=2%-3'.5°=12.

Theorem 1.6

Es seien n und m positive natiirliche Zahlen. Dann gilt:

n-m=kgV(n,m)-ggT(n, m)

Beweis: Es seien n = pi* - p3?- -+ - pi* und mn = pfl ~p§2 C e -pfk die Primfaktordastellungen
von n und m wie in Lemma 3 beschrieben. Dann folgt nach Lemma [3:

kgV(n, m) - ggT(n, m)

_ prlnax(al,bl) . pr2nax(az,b2) o pzﬁax(ak,bk) . prlnin(al,bl) . prznin(ag,bz) o pzﬂin(ak,bk)
. max(ay,b1)+min(ai,by) _ max(az,b2)+min(az,bo) max(ak, bk )+min(ax,by)
= p]_ . p2 o e e . pk
— pi1+b1 . pgz—i-bz . pik-i-bk
b b b
— pil.pg2.....pik.pll.p22.....pkk
= n-m
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Algorithmus:  Euklid

Eingabe: positive natiirliche Zahl nn.m mit n > m
Augsabe: ggT(n, m)

[11  if m teilt n then

[2] return m

[3] else

[4] return Euklid(mod(n, m), m)

Abbildung 1 Algorithmus von Euklid

Damit ist das Theorem bewiesen.

Korollar 1.7
Es seien n und m positive natiirliche Zahlen. Dann gilt:

n-m n-m
kgV(n, m) = ———— bzw. T(n,m) =
gV(n, m) D) 99T (n, m)

kgV(n, m)

Wie bestimmen wir ggT(n, m)? Sin die Primfaktorzerlegungen von n und m bekannt, so gibt
uns Lemma [H eine einfache Moglichkeit dafiir an die Hand. Allerdings ist die Bestimmung von
Primfaktorzerlegungen algorithmisch nicht einfach. Einen eleganten Ausweg, der ohne die Primfak-
torzerlegung auskommt, ist der Algorithmus von Euklid (siehe Abbildung ). Dieser ist eine direkte

Umsetzung der rekursiven Anwendung der folgenden Resultate.

Lemma 1.8

Sind n und m positive natiirliche Zahlen mit m < n, so gilt

ggT(n,m)=ggT(n—m, m).

Beweis: Wir zeigen: Jeder Teiler von m und n ist auch ein Teiler von n—m und m und umgekehrt.

Zunachst sei d ein Teiler von n und m, d.h., d|n und d|m. Mithin gilt n = k-d und m =k’ - d fiir
geeignete k, k’. Somit git n—m=k-d—k'-d = (k— k") - d und folglich d|n — m. Es sei nun d
ein Teiler von n— m und m, d.h., d|n — m und d|m. Es gilt wieder n— m=k-dund m=k'-d

fir geeignete k, k’. Somit erhalten wir n=n—m+m=k-d+ k' -d = (k+ k') - d und mithin

d|n. Damit ist das Lemma bewiesen.

Korollar 1.9

Sind n und m positive natiirliche Zahlen mit m < n, so gilt

ggT(n,m)=ggT(m, mod(n, m)).

1.4. ALGORITHMUS VON EUKLID
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Beweis: Es sei n = k- m+mod(n, m) fiir ein geeignetes k > 0. Durch wiederholte Anwendung von
Lemma =8 erhalten wir
ggT(n.m) = 9ggT(n—m,m)
= ggT(n—2m, m)

= ggT(n—(k—1)-m, m)
= ggT(mn—k-m)
= ggT(m, mod(n, m))
Damit ist das Korollar bewiesen. [ |

Beispiele: Wir wollen die Anwendung des Euklidischen Algorithmus an zwei Beispielen verdeutlichen, die
auch einen Eindruck davon geben, wie unterschiedlich die Anzahlen der rekursiven Aufrufe sein konnen.

Euklid(120,36) = Euklid(36,12)
= 12

Die jeweiligen Primfaktorzerlegungen sind 120 = 23 .31 . 5! und 36 = 22 . 32. GemiR Lemma A gilt
ggT(120,36) =22 - 3! . 50 = 12,

Euklid(144, 89) Euklid(89, 55)
Euklid(55, 34)
= Euklid(34,21)
Euklid(21, 13)
Euklid(13, 8)
= Euklid(8,5)
Euklid(5, 3)
= Euklid(3,2)
Euklid(2, 1)

1

Die beiden Zahlen 89 und 144 sind benachbarte Fibonacci-Zahlen, die fiir den Algorithmus von Euklid
schlechteste Eingaben bezliglich der Rekursionsanzahl darstellen.

Der Algorithmus von Euklid kann benutzt werden, um Briiche teilerfremd zu machen, ohne die
Primzahlzerlegungen zu bestimmen. Zwei Zahlen n und m heiRen teilerfremd, falls ggT(n, m) =1
Fir beliebige positive natiirliche Zahlen n und m gilt nun einerseits

n m
ggT‘<99T(nJﬂ)'99T(nJﬂ)>::1

und andererseits
n_n ggT(n m) n/ggT(n, m)

m— m ggT(n,m)  m/ggT(n, m)

Der rechte Bruch ist mithin ein dquivalenter teilerfremder Bruch zu dem gegebenen Bruch auf der
linken Seite und nicht weiter kiirzbar.

Beispiele: \Wenden wir den Algorithmus von Euklid auf die Zahlen 9724 und 10166 an, so erhalten wir

Euklid(10166,9724) = Euklid(9724, 442)
442
und weiter
9724 22
10166 23’
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2 Polynome*

2.1 Definitionen

Ein univariates Polynom p ist eine Funktion der Form

p(x)=an-x"+ag_1 - x""14-+ap-x+ao,

wobei n eine natirliche Zahl und ag, a1, . .., a, die Koeffizienten des Polynoms sind. Sind die Ko-
effzienten reelle Zahlen, so heillt p reelles Polynom; sind die Koeffizienten komplex, so heillt p
komplexes Polynom. Ein Term x" heilst Monom.

Der Grad eines Polynoms p(x) = a, - x" 4+ ap_1-x""1 +--- 4+ a; - x + ap ist die groRte Zahl m mit
am # 0.

Beispiele: Einige Beispiele sollen die Terminologie verdeutlichen.

- x?> = x4+ 1 ist ein Polynom vom Grad 2.
- Die (quasi-)lineare Funktion a- x + b mit a # 0 ist ein Polynom vom Grad 1.

- Konstante Funktionen f(x) = ¢ sind Polynome vom Grad 0.

2.2 Horner-Schema

Um den Wert eines Polynoms p an einer Stelle xg auszurechnen, sollte man wie folgt vorgehen:

p(x) = an-x"+ap1-x" a0 x4 da-xPta-x+ao

= (ap-x"Y4a,1-x"?4+a, 0 X"+ ta-x+a) x+a

= ((anx"?+ap1 - x"Prapo X" @) xta) x+a

= ((--((an-x+an-1) x+ap-2) x+-) x+a) x+a

In dieser gewonnenen Darstellung wird das Polynom nun an der Stelle xg von innen nach aulen
sukzessive ausgewertet.

Beispiele: Wir wollen den Wert von p(x) =gef x* +3x% = 2x> + 11x — 1 = (((x + 3)x = 2)x + 11)x — 1
an der Stelle xg = 3 bestimmen. Die Auswertung kann durch folgendes Schema von Horner veranschaulicht
werden:

o o |25 | 2 o | 2

p 13 [—2]11] -1
-l 0| 3] 18]48]|177
p(3)| 0| 1|6 |16 |59 176

Wenn die Koeffizienten in einem Feld (Array) A[0..n] (mit A[i]=a;) gespeichert sind, so wird der
Funktionswert p(xp) wie folgt berechnet:

13



p=Aln];
for (int i=n-1; i>=0; i--) p=p*Xxp+A[i]

Mit dem Horner-Schema sind somit nur n Multiplikationen notwendig. Im Vergleich bendtigt die
Standardauswertung gemal der Polynomdefinition insgesamt

n
_n(n—=1) 1, 1 5
/2;/_ 2 —2" "= o)

Multiplikationen.

2.3 Rechnen mit Polynomen

Addition

Es seien zwei Polynome a(x) =qef an-x"+an_1-x""t+---+a1-x+ap und b(x) =gef bp-x"+bp_1-
x" 1 4 ... 4 by - x + by gegeben. Bei unterschiedlichem Grad der Polynome werden die fehlenden
Koeffizienten auf O gesetzt. Die Summe von a und b ist definiert als

(a4 b)(X) =gef Cp- X"+ Coo1 - X" F - - x+ o,
wobel ¢ =qef @ + bj.
Es gilt grad(a+ b) < max(grad(a), grad(b)).
Beispiel: Fiir a(x) =ger x* +2x% — 3x + 7 und b(x) =ger —x° + 7x> + 4x° + 5x — 4 gilt

(a+b)(x) = x>+ x* +7x3 +6x>+2x+3

und grad(a+ b) = 5 = grad(b). Auf der anderen Seite kann Polynomaddition den Grad des resultierenden
Polynoms drastisch reduzieren. Fiir die Polynome a(x) =ger x* + 1 und b(x) =gef —x* + 1 gilt beispielsweise
(a+ b)(x) =2 grad(a+ b) =0 < 4 = max(grad(a), grad(b)).

Multiplikation

Es seien zwei Polynome a(x) =gef an- X"+ ap_1-x""14+--- 4 a1 - x+ ag und b(x) =gef bm - X" +
bm—1-x™"Y 4 ... 4 by - x + by gegeben. Das Produkt von a und b ist definiert als

(a- b)(X) =def Cotm X"+t x+ o,
1,
wobei ¢; =gef Z aj-bi—j (mit any1="-=apm=bm1="-=bprm=0).
j=0
Es gilt grad(a+ b) = grad(a) + grad(b).
Beispiel: Fiir a(x) =ger x> — 3x + 5 und b(x) =gef 4x + 2 ergibt sich

(a-b)(x) = (1-4)x>+1-2+(-3)-D)x*>+((-3)-2+5-4)x+(5-2)
4x3 — 10x% + 14x + 10

14 Sven Kosub



Division

Die Division von zwei Polynomen ist analog zur Division ganzer Zahlen mit Rest definiert. Wir
fiihren sie daher an Hand eines Beispiels vor.

Beispiel: Fiir a(x) =qcr 2x* + x3 + x + 3 und b(x) =ger x% + x — 1 berechne

2t + X3 + x+3 : x24+x-1=2x>2-x+3
—2x* — 2x3 + 2x?
-3+ 2x2 4+  x

x4+ X2 -  x
3x2 +3
—3x2 - 3x+3
—3x 4+ 6

Damit gilt
Xt x4+ x+3=(2x —x+3)- (x> +x+ 1)+ (-3x+6)
N———— N———
a(x) t(x) b(x) r(x)

mit grad(r) < grad(b).

Das folgende Theorem (ohne Beweis) zeigt, dass mit Polynomen genauso gerechnet werden kann
wie mit ganzen Zahlen.

Theorem 2.1

Fiir Polynome a(x) und b(x) mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome
t(x) und r(x) mit a(x) = t(x) - b(x) + r(x) und r =0 oder grad(r) < grad(b).

2.4 Binomische Formeln

Es gelten die folgenden binomischen Formeln:

(x+y)? = x2+2xy+y?
(x—y)? = x*—2xy+y?
(x+y) (x—y) = x*—y?

Eine Verallgemeinerung auf die dritte Potenz ist wie folgt:

(x+y)? = (C+2xy+y?) - (x+y)
= x3+2x2y+xy2+x2y+2xy2+y3
X3 +3x%y + 3xy? + °

Im Allgemeinen kann man den Ansatz

n
(x+ )" = anexfy"
k=0
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aufstellen, wobei a, x gerade die Anzahl der Moglichkeiten angibt, die Binome xky
Faktoren x und y zusammenzusetzen. Damit gilt:

_(n\ n!
Ik =\ k) T Liln— k)1

Dabei setzen wir (}) =qger O fiir n < k bzw. k < 0 sowie (}) =ger 1.

n—k

Theorem 2.2 (Binomialtheorem)

Fir alle reellen Zahlen x und y und jede natlrliche Zahl n gilt

(x+y)" = zn: (Z) x<ynk.

k=0

aus den

Wie konnen wir den Binomialkoeffizienten (Z) bestimmen, ohne algorithmisch teure Multiplikationen

auszufihren?

Lemma 2.3 (Pascalsches Dreieck)

Fir natiirliche Zahlen n > 0 und k gilt

() =)+ ()

Beweis: (rechnerisch; ohne Randfélle) Fiir 0 < k < n rechnen wir aus:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+< k> R CENICE I CE ]
B (n—1)! k (n—1)! n—k
T D=k kT Kn—1—k) 7=k
_ (n=1)-k (n—1)!(n— k)
 ki(n—k)! k'(n — k)!
 (n=Dk+n—k)
- kl(n—k)!
_(n=1)-n
T kl(n—k)!

- (1

Damit ist das Lemma durch Nachrechnen bewiesen.

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Lemma 23 |3sst sich leicht veranschaulichen

und ist schon aus der Schule bekannt:

16
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2.5 Nullstellen

Es sei p(x) ein Polynom. Eine Zahl xo heiSt Nullstelle von p(x), falls p(xp) = 0 gilt.

Beispiel: Nullstellen sollen fiir einige Polynome beispielhaft diskutiert werden.
- Das Polynom x? — 1 hat die Nullstellen 1 und —1.
- Das Polynom x? + 1 hat keine Nullstellen (in den reellen Zahlen).

- Es sei p(x) =qef ax?+ bx + ¢ mit den reellen Zahlen a, b, ¢ gegeben. Zur Bestimmung der Nullstellen
von p rechnen wir:

b
ax’+bx+c = a(x2+a~x+c>
b\? b2
= a(x—k%) _I8+C

Fir p(x) = 0 gilt somit

a x—i—£ 2—b—z—c bzw x+£ 2—b—2—£
2a)  4a : 2a) 432  a

Durch Ziehen der Wurzel auf beiden Seiten erhalten wir

b2 c
T V422 o

b
X+ ==

oder aufgelost nach x:

— = 4= -
x 2a 432 3 2a 2a

Damit eine Losungen im Bereich der reellen Zahlen existiert, muss also b> — 4ac > 0 gelten. Gilt
b?> — 4ac > 0, so hat das Polynom p zwei verschiedene reelle Nullstellen.

- Das Polynom p(x) =ger —x> + 3x% — x — 1 hat die Nullstellen 1,1 ++/2 und 1 — /2, denn:

=1 (x= (1+v2)) (x- (1-v2)) =¥ + 32 —x -1

Theorem 2.4

Ein reelles Polynom p(x) # 0 mit dem Grad n hat hochstens n Nullstellen in
den reellen Zahlen.

2.5. NULLSTELLEN 17



Beweis: Ist p vom Grad 0, so gilt die Aussage wegen p(x) # 0. Ist p vom Grad n > 0, so hat
p entweder keine Nullstelle (womit die Aussage gilt) oder p besitzt mindestens eine Nullstelle xg.
Nach Theorem ?7? gibt es somit Polynome t(x) und r(x) mit

p(x) = t(x) - (x = x0) + r(x)

und grad(r) < grad(x — xp). Wegen grad(x — xo) = 1 gilt grad(r) = 0, d.h., r(x) = rp fiir eine
reelle Zahl ry. Damit gilt aber

0= p(xo) = t(x0)(x0 —x0) +ro = ro
Mithin gilt p(x) = t(x) - (x — xo) mit grad(t) = n— 1. Wenn wir bereits wissen, dass Polynome bis

zum Grad n — 1 hochstens n — 1 Nullstellen besitzen, so hat folglich p hochstens n Nullstellen. B

Ohne Beweis geben wir die allgemeine Aussage fiir die Anzahl der Nullstellen von Polynomen an.

Theorem 2.5 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexe Polynom p mit p # 0 und Grad n hat genau n komplexe Null-
stellen (mit Vielfachheiten).

Ein Polynom p(x) =gef anx" + -+ - 4+ ag von Grad n heit normiert, falls a, = 1.

Korollar 2.6

Es seien p und g normierte Polynome vom Grad n. Stimmen p und g bei n
paarweise verschiedenen Argumenten liberein, so sind p und g identisch.

Als Anmerkung sei erwahnt, dass das Korollar auch fiir komplexe Argumente gilt.

Beweis: Es seien p und g normiert vom Grad n. Es seien xq, ..., X, paarweise verschiedene reelle
Zahlen mit p(x;) = q(x;). Betrachten wir das Differenzpolynom r(x) =ger p(x) — q(x), so gilt
r(x;) = 0 fir alle x;, d.h., r besitzt n Nullstellen. Da p und g normiert sind, gilt grad(r) < n— 1.

Nach Theorem Z4 muss folglich r = 0 gelten. Damit gilt p = gq. [ ]
Korollar 2.7
Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad n mit den paarweise verschiedenen
Nullstellen o, .. ., ap,. Dann gilt
px) =(x—a1) - (x—az)-...- (x —an).
Beweis: Es sei q(x) =gef (x — 1) (X —0a2) ... - (x—ap). Dann ist g normiert und vom Grad n.
Weiterhin besitzen p und g die gleichen n Nullstellen. Folglich gilt p = q. [ |

Eine Verallgemeinerung des Korollars auf vielfache Nullstellen ist moglich.
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3 Induktion

3.1 Volistandige Induktion

Die vollstandige Induktion ist eine Methode zur Losung des folgenden Problems: Wie weisen wir
nach, dass alle natiirlichen Zahlen eine bestimmte Eigenschaft E erfiillen?

Die Losungsmethode ,Vollstandige Induktion von n — 1 nach n" besteht in zwei Schritten, die
zusammengenommen folgenden logischen Schluss ermaoglichen:

- Induktionsanfang: Erfiillt O die Eigenschaft E und

- Induktionsschritt: folgt fiir alle n > 0 die Giiltigkeit von E fiir n aus der Tatsache, dass n—1
die Eigenschaft E erfiillt (Induktionsvoraussetzung),

so erfiillen alle Zahlen die Eigenschaft E.

Wir wollen diese Beweismethode an einigen Beispielaussagen nachvollziehen:

Proposition 3.A

n(n+1)
s

n
Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt Z k=
k=0

Beweis: (Induktion) Wir definieren zundchst fiir alle natiirlichen Zahlen n:

n
an =def E k
k=0

Die Eigenschaft E, die wir fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen wollen, ist die Gleichheit:

n(n+1
E(n) an = n(n+1)
2
Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Induktion tber n.

0
- Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt ag = Z k=0=
k=0
- Induktionsschritt: Fiir n > 0 fiihren wir die Aussage E(n) auf die Aussage E(n — 1) zurlick,
um daraus mittels Induktionsvoraussetzung die Aussage E(n) zu beweisen. Fiir n — 1 lautet
die als wahr vorausgesetzte Aussage

0“2+1th”5m)@m

_ (n=1)((n—1)+1) _ (n—1)n
2 2

E(n—1) an—1
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Damit erhalten wir durch Abspalten des Summanden fiir k = n aus a,:

ap = N+ap-1
(n—=1)n .
= n+ — (nach Induktionsvoraussetzung)
_ 2n+(n—1)n
B 2
~ n(2+(n—1))
N 2
~n(n+1)
= =
Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Proposition B.B

n
Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt Z(Qk +1)=(n+1)2
k=0

Beweis: (Induktion) Die Eigenschaft E, die wir fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen wollen, ist die
Gleichheit:

n

E(n) D (2k+1)=(n+1)
k=0
Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Induktion tber n.
0
- Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt » (2k +1) = (2:0+1) = 1= (0+1)?, d.h., £(0) gilt.
k=0

- Induktionsschritt: Fiir n > 0 fiihren wir die Aussage E(n) auf die Aussage E(n — 1) zurlick,
um daraus mittels Induktionsvoraussetzung die Aussage E(n) zu beweisen. Fiir n — 1 lautet

die Aussage
n—1

E(n—1) > @k+1)=((n—1)+1)?=n’
k=0
Damit erhalten wir durch Abspalten des Summanden fiir k = n:

n n—1
d@k+1) = 2n+1+) (2k+1)
k=0 k=0
2n+4 14 n? (nach Induktionsvoraussetzung)
= (n4+1)?
Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Proposition B3.C

n?(n+1)?

n
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt Z k3 = )

k=0
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Beweis: (Induktion) Die Eigenschaft E, die wir fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen wollen, ist die
Gleichheit:

E(n) Zk3 2(n—|—1)2

Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Indukt|on uber n.
: 02-(0+1)?

- Induktionsanfang: Fir n =0 gilt Z K3=03=0= 2

k=0
- Induktionsschritt: Fiir n > 0 fiihren wir die Aussage E(n) auf die Aussage E(n — 1) zurlick.
Fir n — 1 lautet die Eigenschaft E:

. d.h., E(0) gilt.

E(n—1) nz_:lk3: (”—1)2((1— 1)+ 1)? _ (n —Aill)zn2

Damit erhalten wir durch Abspalten des Summanden fiir k = n:

n n—1
Yok = ) K
k=0 k=0

(n—1)2n?
—
4n3 + n* —2n3 4+ n?

4
n* +2n3 + n?
—
n?(n®> +2n+1)

4

n?(n+1)2
—

= n+ (nach Induktionsvoraussetzung)

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Ein wichtiges Resultat ist die folgende explizite Formel fiir die geometrische Reihe.

Proposition B.D

qn+1 -1

n
Es sei g # 1. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt Z gk = 1

k=0

Insbesondere ergibt sich fiir den Spezialfall g = 2:

Z 2k 2n+1

Beweis: (Induktion) Die Eigenschaft E, die fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen werden soll, lautet:

E(n) - Zq

Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Induktion tber n.

n+1 1
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0 0+1 _ 1
- Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt qu =q'=1= % fir g # 1, d.h., E(0) gilt.

k=0
- Induktionsschritt: Fiir n > 0 fiihren wir die Aussage E(n) wieder geeignet auf die Aussage
E(n—1) zurlick. Dieses hat folgendes Aussehen:

n—1 (n—1)+1 n

q —1 g’ —1

E(n—1) E gk = — =
k=0 q q

Durch Abspalten des Summanden fiir kK = n erhalten wir somit:

n—1

n
qu _ qn+2qk
k=0

k=0

(nach Induktionsvoraussetzung)

q"(g—1)+¢" -1
g—1
qn+1_qn_|_qn_1
g—1

qn+l_1

g—1

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Proposition B.E

Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt (n+ 1)! > 2",

Beweis: (Induktion) Wir fiihren einen Beweis mittels vollstandiger Induktion tber n.

- Induktionsanfang: Fiir n=0gilt (0+ 1) =1>1=29
- Induktionsschritt: Fiir n > 0 erhalten wir mittels Abspaltung des groBten Faktors:

(n+1)! = (n+1)-n!
> (n41)-2"1t (nach Induktionsvoraussetzung)
> 2.0l (wegen n > 1)
= on
Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Mit Hilfe der vollstandigen Induktion kann auch ein alternativer Beweis fiir das Binomialtheorem
gegeben werden.
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Theorem 22 (Binomialtheorem)

Fir alle reellen Zahlen x und y und jede natlrliche Zahl n gilt

(x+y)”:zn: (Z) kyn—k.

k=0

Beweis: (Induktion) Fiir beliebige reelle Zahlen x und y fiihren wir einen Beweis mittels vollstan-
diger Induktion Uber n.

0
0 0
- Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt (x 4+ y)’ =1 = (O>x0y0 = Z (k) X0y 0=k,
k=0
- Induktionsschritt: Es sei n > 0. Dann gilt:
(x+y)"
= (x+y)-(x+y)"?
n—1 n—1
= (x+vy)- Z( P )xky” 1=k (nach Induktionsvoraussetzung)
k=0
n—1 n—1
_ Z(”—l) kL yn=(kt1) (” )knk
k
k=0 k=0
n n—1
- <k—1> . +Z< )Xy"
k=1 k=0
1
_ n—1 n.,n—n '7 n— n—1 k. ,n—k n—1 0,,n—0
= <n— 1>x y + 1 K + K X"y + 0 X"y
n 2/ n
= > Ty 4 <k xkyn=k 4 <O>X0y”_0 (nach Lemma 3)
n k=1
. /n
_ k. ,n—k
- 2 (0
k=0
Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

Mittels Induktion konnen wir sogar die folgende sensationelle Proposition beweisen.

Proposition B.F

Alle natirlichen Zahlen sind gleich.

Beweis: Um die Aussage der Proposition zu beweisen, zeigen wir folgende Aussage. Fiir alle
natiirlichen Zahlen m, a, b gilt:

Ist max(a, b) = m, so gilt a=b. (3.1)
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Dies ist leicht einzusehen mittels folgenden Induktionsbeweises iber m:

- Induktionsanfang: Es sei m = 0. Ist max(a, b) = 0, so folgt a= b = 0.

- Induktionsschritt: Es sei m > 0. Ist max(a, b) = m, so ist max(a—1,b—1) = m— 1. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt somit a—1 = b — 1 und mithin a = b.

Damit ist die Aussage (BZT) bewiesen.

Es seien nun a und b natiirliche Zahlen. Es sei m =g max(a, b). Wegen Aussage (B) sind alle
natirlichen Zahlen gleich m. ]

Da die Aussage der Proposition ganz offensichtlich falsch ist, haben wir im Beweis einen Fehler
gemacht. Welchen?

3.2 Allgemeine Form der vollstandigen Induktion

Die Losungsmethode besteht in zwei Schritten, die zusammengenommen folgenden logischen Schluss
ermoglichen:

E sei die nachzuweisende Eigenschaft £ und ng sie eine natiirliche Zahl:

- Induktionsanfang: Erfiillen 0,1, . . ., no die Eigenschaft E und

- Induktionsschritt: folgt fiir alle n > nqg die Giiltigkeit von E fiir n aus der Tatsache, dass alle
m < n die Eigenschaft E erfiillen (Induktionsvoraussetzung),

so erfiillen alle Zahlen die Eigenschaft E.

Wir wollen auch diese Beweismethode an einigen Beispielaussagen nachvollziehten:

Proposition B.G

Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4 gilt n! > 2",

Beweis: (Induktion) Wir fiihren einen Bewies mittels Induktion tiber n fir n > 4. (Wir setzen
Ny =def 4.)

- Induktionsanfang: Fiir n =0, 1, 2, 3 muss nichts gezeigt werden, d.h., die Aussage ist richtig.
Fiir n =4 gilt 4! =24 > 16 = 2*.

- Induktionsschritt: Fiir n > 4 erhalten wir mittels Abspaltung des groliten Faktors:

nt = n-(n—1)!
> p.2n1 (nach Induktionsvoraussetzung)
> .ol (wegen n > 5)
= 2"
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Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Die Fibonacci-Folge (in der hier verwendeten Form) ist wie folgt rekursiv definiert:
Fo =der 1, Fi =def 2, Fn =def Fn-1+ Fpn—2 frn=>2

Die ersten Glieder dieser Folge sind: 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... Im Folgenden wollen wir zei-
gen, dass die Fibonacci-Folge exponentiell wachst. Wegen der rekursiven Definition der Folgenglie-
der bietet sich dafiir ein Induktionsbeweis geradezu an.

Proposition B.H

54+1\"
Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt F, > (f; ) )

Beweis: (Induktion) Wir fiihren einen Beweis mittels Induktion tiber n.

0
. . . _ 541
- Induktionsanfang: Wir lberpriifen zwei Falle. Fir n=0gqilt F[p =1 = <f2+ > und fir
1
1
n=1gqgilt R =2> <\/§2+ ) )
- Induktionsschritt: Fiir n > 1 erhalten aus der Definition von Fj:
Fn = Fpo1+ Fpo
n—2
1
> <f2+ > +< ) (nach Induktionsvoraussetzung)
B f+ 1\"? (V5+1
B 2
_ f+ 1\ (V5 +1
B 2
_ f+ 1
B 2
Damit ist die Proposition bewiesen. [ |
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4 Lineare Gleichungssysteme*

4.1 Matrizen

Es seien n und m natiirliche Zahlen. Unter einer (reellen) m x n-Matrix A verstehen wir folgendes
Rechteckschema

dil  di12 din

dp1 A2 aon
A= (a,'J) = .

dmi dm2 ... dmn

Hierbei sind die reellen Zahlen a;; die Koeffizienten der Matrix. Die i-te Zeile der Matrix ist der
Vektor (aj1, aj2, ..., ain) und heilt i-ter Zeilenvektor; die /-te Spalte der Matrix ist der Vektor
(a1j. azj, ..., amj)T und heilt j-ter Spaltenvektor.

Beispiele: Wir wollen die Begriffsbildung an einigen Beispielen verdeutlichen.

31
57 | ist eine 3 x 1-Matrix bzw. ein Spaltenvektor der Dimension 3.
97

(1,2,-1,3) ist eine 1 x 4-Matrix bzw. ein Zeilenvektor der Dimension 4.

01 0
1 2 —1] ist eine 3 x 3-Matrix und damit eine quadratische Matrix.
3 5 -7
1 2
- 3 4| ist eine 3 x 2-Matrix und damit eine Rechteck-Matrix.
5 6

Wir betrachten die folgenden Operationen auf Matrizen.

Addition

Sind A und B zwei m x n-Matrizen, so ist A+ B eine m x n-Matrix und wie folgt definiert:

a1 + b1 aio+ b ... ain+ bip

a1+ b1 an+bx ... axy+ boy
A+ B =qef . . .

dmil + bml am2 + bm2 <o dmn + bmn

Multiplikation

Ist A eine m x k-Matrix und ist B eine k x n-Matrix, so ist AB eine m x n-Matrix und wie folgt
definiert:
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A B =g (cij)
k

mit Cij =def Z a,‘gbgj.
=1

Beispiel: Wir fiihren drei beispielhafte Matrizenmutliplikationen aus:

01 0 1 2 3 4
1 2 —-1]-13 4 2 4
3 5 -7 5 6 =17 -—16

31 31 62 —31 93
57]1-(1 2 -1 3) 57 114 —57 171
97

97 194 —-97 291

Multiplikation mit Skalaren

Ist A eine m x n-Matrix und ist \ eine reelle Zahl, so ist AA eine m x n-Matrix und wie folgt

definiert:
AA =ger (Najj)

Die folgenden Rechenregeln fiir obige Operationen gelten nur dann, wenn die jeweiligen Operationen

auf Grund der Matrizenstruktur auch ausfiihrbar sind.

Rechenregeln: Es seien A, B, C Matrizen und X eine reelle Zahl.

1. A-(AB)=A(A-B)

2. (A+B)+C=A+(B+0) Assoziativgesetze
(A-B)-C =A-(B-C)

3. A-(B+C) =A-B+A-C Distributivgesetz

4. A+B=B+A Kommutativgesetz

Die Kommutativitat fiir die Multiplikation vom Matrizen gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel: Wir betrachen die beiden folgenden Matrizen;

01 0 0
A =gef (O 1) , B =der (1 O)

Dann erhalten wir fiir die Multiplikation A- B

GG =GO
(o)1) =6

und fiir die Multiplikation B - A

Mithin gilt A- B # B - A. Somit ist die Kommutativitat der Multiplikation nicht fiir alle Matrizen erfiillt.

4.1. MATRIZEN
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4.2 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist durch ein Paar (A, b) gegeben, wobei A eine m x n-Matrix und b
ein m-dimensionaler Spaltenvektor ist. Eine Losung fiir (A, b) ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor
x mit A-x = b. (A, 0) heit homogenes lineares Gleichungssystem, wobei 0 der Nullvektor ist.

Proposition 4.1

Es seien A eine m x n-Matrix und b ein m-dimensionaler Vektor.

1. Sind x und y Losungen von (A, 0), so ist auch x + y eine Losung von
(A, 0).

2. Ist x eine Losung von (A, 0), so ist auch Ax eine Losung von (A, 0) fir
jede reelle Zahl .

3. Ist x eine Losung von (A, b) und ist y eine Losung von (A, 0), so ist
X + y eine Losung von (A, b).

4. Sind x und y Losungen von (A, b), so ist x — y eine Losung von (A, 0).

Beweis: Wir beweisen die Aussagen einzeln mit Hilfe der Rechenregeln fiir Matrizen.
1. EsgitA-(x+y)=A-x+A-y=0+0=0.
2. Esgilt A-(Ax) =X(A-x)=X0=0.
3. EsgiltA-(x+y)=A-x+A-y=b+0=0.
4. EsgqgiltA-(x—y)=A-x—A-y=b+b=0.
Damit ist die Proposition bewiesen. [ |
Beispiele: Wir wollen beispielhaft Losungen fiir lineare Gleichungssysteme bestimmen.
- Gegeben sei das lineare Gleichungssytem
3 5\ [x) _ (29
7 4 X2 o 60
oder in linearen Gleichungen geschrieben:

3X1+5X2 = 29
7x1+4x2 = 60

Die eindeutige Losung ist x; =8 und xo = 1.

L2(:)-0

besitzt keine eindeutige Losung. Fir beliebige t ist x; = 2, x> = 2t, x3 = t stets eine Losung.

() - ()
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besitzt keine Losung. Angenommen es gibt eine Losung, dann ist mit Hilfe der linearen Gleichungen

X1 + Xo
3X1 + X =

2X2 =

ersichtlich, dass x» = 4 gelten muss. Daraus folgt aber einerseits x; +4 = 6, d.h.,, x; = 2, und
andererseits 3x; + 4 =7, d.h., x; = 1. Dies ist eine Widerspruch. Also existiert keine Losung.

4.3 GaufB-Elimination

Folgende Operationen lassen die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems unverandert:

- Vertauschung zweier Gleichungen
- Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor a # 0

- Subtraktion einer Gleichung von einer anderen Gleichung

Durch kombinierte Anwendung dieser Operationen verfolgen wir nun das Ziel der sukzessiven Eli-
mination von Variablen: Wir versuchen fiir das Gleichungssystem eine Dreiecksgestalt zu erzeugen.

Beispiel: Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem:
—2x +5x3 =7
—8x1 —4x = —12
4X1+3X2+ X3 = 6
Zunachst vertauschen wir die erste und dritte Zeile und erhalten:
4X1+3X2+ X3 = 6

— 8X1 — 4X2 = —12
— 2X2 + 5X3 7

Nun addieren wir zweimal die erste Zeile zur zweiten Zeile und erhalten:

4x; +3x + x3 = 6
2X2+2X3: 0
—2X0 +bx3 = 7

Zuletzt addieren wir noch die zweite Zeile zur dritten Zeile und erhalten als Gleichungssystem in Dreiecks-

gestalt:
4—X1+3X2+ X3 = 6

2X2 + 2X3 =0
7X3: 7

Durch Riickwartseinsetzen konnen aus diesem Gleichungssystem die Werte fiir xq, x> und x3 wie folgt be-
stimmt werden:

- Aus der dritten Zeile folgt x3 = 1.
- Aus der zweiten Zeile folgt somit 2x, +2 = 0, also x» = —1.
- Aus der ersten Zeilen folgt somit 4x; — 2 = 6, also x; = 2.
Damit ist x; = 2,x = —1, x3 = 1 die einzige Losung fiir das Gleichungssystem.
Das in dem Beispiel exemplarisch vorgefiihrte GauBsche Eliminationsverfahren zur Erzeugung ei-

ner (oberen) Dreiecksgestalt kann fiir den Fall quadratischer Matrizen durch den Algorithmus in
Abbildung B beschrieben werden.
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Algorithmus:  GaussElimination
Eingabe: n x n-Matrix A = (a;;), n-dimensionaler Vektor b
Augsabe: Dreiecksmatrix A, Vektor b

[11 fori=1ton-—1do

[2] if es gibt kK >/ mit ax,; # 0 then

[3] if ajj = 0 then

[4] vertausche Zeile / mit einer Zeile k mit ax,; # 0
[5] for k=i4+1tondo

(6] Gk = ak,i/ aii

[7] for j=1iton

(8] akj = akj — qkajj

(9] bk = bk — qkbi

Abbildung 2 Eliminationsalgorithmus von Gaul

Beispiel: Wir wollen den Algorithmus in Abbildung B auf das folgende lineare Gleichungssystem anwenden:

o2 1 -1 4

3 2 0 1 1
A —def 3 1 -2 1 ) b —def _3

6 4 -1 1 2

Nach dem Durchlauf der duBeren Schleife fiir i = 1 erhalten wir dann die Matrix-Vektor-Kombination:
3 2 0 1 1
0 2 1 -1 4
0 -1 -2 0 |—-4
0O 0 -1 —-1|0

Nach dem Durchlauf fiir / = 2 erhalten wir:

32 0 1 1
02 1 -1)| 4
00 -2 -1]|-=2
00 -1 —-1|0
Nach dem letzten Durchlauf fiir i = 3 erhalten wir als Ausgabe (in Matrix-Vektor-Kombination):
32 0 1 1
02 1 -1)| 4
00 -2 -1]|-=2
00 0 -%2| %

Bei linearen Gleichungssystemen (A, b) mit (oberer) Dreiecksmatrix A, d.h.,

dil1 412 ... din

0 a»n ... an
A=qger | . . . ]

0 0 ... amn

n
mit H a;; # 0 kann die Losung algorithmisch wie in Abbildung ?? beschrieben bestimmt werden.
i=1
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Algorithmus:  Backward

Eingabe: obere n x n-Dreiecksmatrix A = (a;;) mit aj1 - ax» ... ap # 0,
n-dimensionaler Vektor b
Augsabe: Losung (x1,...,xn) von (A, b)

(1] Xn = bn/ann
[2] for i=n—1downto 1

[3] h=0

[4] for k=i+1ton
(5] h=h+ ajexk
[6] Xi = (b,’ — h)/a,-,-
(71 return (xi,..., Xn)

Abbildung 3 Algorithmus zum Riickwartseinsetzen in oberen Dreiecksmatrizen

Beispiel: Mit Hilfe des Algorithmus B ergibt sich als Fortsetzung fiir unser Beispielsystem die Losung:

X4 = jQ/j?) = -2

T e (G YE R
> —-3/2 B

o = 4—(1-2+2(—1)-(—2)) _0
= 1—(2-0+03~)2+1~(—2)) 1

4.3. GAUSS-ELIMINATION
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